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Genikì pl�no

An�lush algorÐjmwn

SumbolismoÐ O, Ω kai Θ

Anadromikèc exis¸seic

EÐdh algorÐjmwn

I Algìrijmoi me arq  kai tèloc, me eÐsodo kai èxodo

I Atèrmonec algìrijmoi (leitourgik� sust mata, domèc

dedomènwn, prwtìkolla DiadiktÔou).

I Par�llhloi, katanemhmènoi klp

Ed¸ ja melet soume mìno to pr¸to eÐdoc kai eidik� to qrìno

ektèleshc twn algorÐjmwn.

Upojèseic kai sumb�seic

I O qrìnoc ektèleshc enìc algorÐjmou (progr�mmatoc)
exart�tai apì

I την είσοδο

I τη γλώσσα προγραμματισμού

I τον επεξεργαστή

I το υπολογιστικό περιβάλλον

I . . .

I Gia mia kal  jewrÐa an�lushc algorÐjmwn prèpei na
I να ξεκαθαρίσουμε ποια χαρακτηριστικά της εισόδου

επηρεάζουν το χρόνο του αλγορίθμου

I να εξαλείψουμε με κάποιο τρόπο τους υπόλοιπους εξωγενείς

παράγοντες



Upojèseic kai sumb�seic

I Oi exwgeneÐc par�gontec ephre�zoun kurÐwc
pollaplasiastik� to qrìno ektèleshc.

I Εκτέλεση σε υπολογιστή Χ: t
I Εκτέλεση σε υπολογιστή Υ: αt

I Apì ta qarakthristik� thc eisìdou, krat�me mìno to

m koc thc eisìdou.

Basik  paradoq :

O qrìnoc eÐnai sun�rthsh T (n) tou m kouc n thc eisìdou.

I Poiac eisìdou ìmwc afoÔ up�rqoun 2n eÐsodoi m kouc n?

Worst-case analysis:

T (n) eÐnai o megalÔteroc metaxÔ twn qrìnwn twn eisìdwn

m kouc n.

M koc eisìdou

PARADEIGMA

I EÐsodoc mia sumboloseir� tou alfab tou {0, 1} :
M koc thc eisìdou eÐnai o arijmìc twn sumbìlwn thc

eisìdou.

I EÐsodoc mia sumboloseir� tou alfab tou {0, 1, . . . , 9} :
M koc eisìdou eÐnai 4 epÐ ton arijmì twn sumbìlwn thc

eisìdou.

I EÐsodoc ènac fusikìc arijmìc a :

M koc dlog ae ≈ log a.

I EÐsodoc eÐnai mia akoloujÐa a1, a2, . . . , ak fusik¸n arijm¸n

:

M koc perÐpou dlog a1e+ dlog a2e+ · · ·+ dlog ake, all�
prèpei na l�boume upìyh kai ta kìmmata.

EÐnai fanerì ìti o kajorismìc tou m kouc miac eisìdou

parousi�zei epiplokèc kai duskolÐec.

Sumbolismìc O

Orismìc

'Estw f kai g duo sunart seic apì touc mh arnhtikoÔc

akèraiouc sto sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. Ja lème ìti

f (n) = O(g(n)) an up�rqoun jetikèc stajerèc c kai n0 tètoiec

¸ste

f (n) ≤ c · g(n)

gia k�je n ≥ n0.

PARADEIGMA (f (n) = 10n + 7, g(n) = n, 10n + 7 = O(n))

ArkeÐ na broÔme tic duo stajerèc c kai n0 tou orismoÔ kai na

epibebai¸soume th sqèsh f (n) ≤ c · g(n).

n0 = 1 c = 17

Gia n ≥ n0 = 1, èqoume

f (n) = 10n + 7 ≤ 10n + 7n ≤ 17n = cn = cg(n).

Sumbolismìc O

Prìtash

'Estw p(n) èna polu¸numo bajmoÔ d . Tìte p(n) = O(nd).

Apìdeixh.

p(n) = adn
d + · · ·+ a1n + a0

Dialègoume n0 = 1 kai c = |ad |+ · · ·+ |a1|+ |a0| kai èqoume

p(n) ≤ |adnd + · · ·+ a1n + a0|
≤ |adnd |+ · · ·+ |a1n|+ |a0|
≤ |ad |nd + · · ·+ |a1|n + |a0|
≤ |ad |nd + · · ·+ |a1|nd + |a0|nd

= cnd .

GiatÐ den dialèxame c = ad + · · ·+ a1 + a0, qwrÐc tic apìlutec
timèc?



Teqnikèc

I Pwc apodeiknÔoume ìti f (n) = O(g(n))?
I Βρίσκουμε κατάλληλα c και n0.
I Για θετικές συναρτήσεις f (n) και g(n), δείχνουμε ότι το όριο

lim
n→∞

f (n)

g(n)

υπάρχει και είναι κάποια σταθερά (δεν είναι ∞ δηλαδή).
I Pwc apodeiknÔoume to antÐstrofo, dhlad  ìti den isqÔei

f (n) = O(g(n))?
I Δείχνουμε με απαγωγή σε άτοπο ότι δεν υπάρχουν

κατάλληλα c και n0.
I Για θετικές συναρτήσεις f (n) και g(n), δείχνουμε ότι το όριο

lim
n→∞

f (n)

g(n)

υπάρχει και είναι ∞.

H teqnik  me ta ìria

Prìtash

Gia jetikèc sunart seic f (n) kai g(n), an to ìrio limn→∞
f (n)
g(n)

up�rqei kai eÐnai k�poia stajer� (den eÐnai ∞ dhlad ), tìte

f (n) = O(g(n)).

Apìdeixh.

'Estw a to ìrio. Ti shmaÐnei ìti limn→∞
f (n)
g(n) = a?

'Oti gia k�je ε > 0, up�rqei mε tètoio ¸ste gia k�je n ≥ mε:

| f (n)

g(n)
− a| ≤ ε

Ac p�roume ε = a. Tìte gia k�je n ≥ ma:

| f (n)

g(n)
− a| ≤ a ⇒ f (n)

g(n)
≤ 2a

ArkeÐ t¸ra na p�roume n0 = ma kai c = 2a.

Par�deigma

Prìtash

Na deiqteÐ ìti den isqÔei n2 = O(n).

Apìdeixh.

Me eic �topo apagwg : 'Estw ìti up rqan kat�llhlec

stajerèc c kai n0. Ac jewr soume thn tim 

n = dmax{n0, c + 1}e. Ja prèpei na èqoume n2 ≤ cn. IsodÔnama
n ≤ c , �topo.

Enallaktik  apìdeixh.

To

lim
n→∞

n2

n

up�rqei kai eÐnai ∞.

Sqèseic tou sumbolismoÔ O

Prìtash

An f (n) = O(g(n)) kai g(n) = O(h(n)) tote f (n) = O(h(n))

Prìtash

f1(n) + f2(n) = O(max{f1(n), f2(n)})



IerarqÐa sunart sewn

Uperekjetikèc: 22
n

Ekjetikèc: 2n
2

nn n! 3n 2n 2
√
n

Upoekjetikèc: nlog n

Poluwnumikèc: n2 n log n n
√
n

Logarijmikèc: log2 n log n

Upologarijmikèc: log log n

Stajerèc 1

Sumbolismìc Ω

Orismìc

'Estw f kai g duo sunart seic apì touc mh arnhtikoÔc

akèraiouc sto sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. Ja lème ìti

f (n) = Ω(g(n)) an up�rqoun jetikèc stajerèc c kai n0 tètoiec

¸ste

f (n) ≥ c · g(n)

gia k�je n ≥ n0.
IsodÔnama, f (n) = Ω(g(n)) an kai mìno an g(n) = O(f (n)).

PARADEIGMA (f (n) = 10n − 7, g(n) = n, 10n − 7 = Ω(n))

ArkeÐ na broÔme tic duo stajerèc c kai n0 tou orismoÔ kai na

epibebai¸soume th sqèsh f (n) ≥ c · g(n).

n0 = 1 c = 3

f (n) = 10n − 7 ≥ 10n − 7n ≥ 3n = cn = cg(n).

Sumbolismìc Θ

Orismìc

'Estw f kai g duo sunart seic apì touc mh arnhtikoÔc

akèraiouc sto sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n. Ja lème ìti

f (n) = Θ(g(n)) an f (n) = O(g(n)) kai f (n) = Ω(g(n)).

Prìtash

An to limn→∞
f (n)
g(n) up�rqei kai èqei tim  λ tìte

f (n) =


O(g(n)) an λ = 0

Θ(g(n)) an 0 < λ <∞
Ω(g(n)) an λ =∞

Basikèc anadromikèc exis¸seic

Sthn an�lush algorÐjmwn qrei�zetai suqn� na broÔme th lÔsh

andromik¸n exis¸sewn. Tupikèc anadromikèc exis¸seic eÐnai oi

ex c:

I T (n) = T (n − 1) + n

I T (n) = 2T (n2 ) + n

I T (n) = T (n − 1) + T (n − 2)



Teqnikèc epÐlushc anadromik¸n

Gia na lÔsoume mia anadromik  qrhsimopoioÔme treÐc teqnikèc:

I An apoteleÐ eidik  perÐptwsh gnwst c oikogèneiac

anadromik¸n exis¸sewn, qrhsimopoioÔme th genikìterh

lÔsh

I ManteÔoume th lÔsh kai thn epibebai¸noume

I Thn �xedipl¸noume�, th genikeÔsoume, kai epibebai¸noume

th genÐkeush me qr sh epagwg c.

XedÐplwma

I Poia h lÔsh thc anadromik c exÐswshc

T (n) = T (n − 1) + n, me T (1) = 1?

T (n) = T (n − 1) + n

= T (n − 2) + (n − 1) + n

= T (n − 3) + (n − 2) + (n − 1) + n

I ManteÔoume th genÐkeush

T (n) = T (n − k) + (n − k + 1) + · · ·+ n, gia k�je k ∈ N.
I Autì to apodeiknÔoume me epagwg  sto k .

I Kai t¸ra gia k = n − 1, èqoume

T (n) = T (1) + 2 + · · ·+ n = 1 + 2 + · · ·+ n = n(n + 1)/2.

XedÐplwma

I Poia h lÔsh thc anadromik c exÐswshc

T (n) = 3T (n − 1)− 2T (n − 2), me T (1) = 1 kai T (2) = 2?

T (n) = 3T (n − 1)− 2T (n − 2)

= 7T (n − 2)− 6T (n − 3)

= 15T (n − 3)− 14T (n − 4)

I ManteÔoume th genÐkeush

T (n) = (2k − 1)T (n − k + 1)− (2k − 2)T (n − k), gia k�je

k ≥ 2.

I Autì to apodeiknÔoume me epagwg  sto k .

I Kai t¸ra gia k = n − 1, èqoume

T (n) = (2n−1 − 1)T (2)− (2n−1 − 2)T (1) = 2n−1.

LÔsh omogen¸n anadromik¸n exis¸sewn

Je¸rhma

'Estw T (n) = a1T (n − 1) + a2T (n − 2) · · ·+ arT (n − r) mia

anadromik  exÐswsh. An oi migadikèc rÐzec x1, x2, . . . , xr thc

poluwnumik c exÐswshc x r = a1x
r−1 + a2x

r−2 + · · ·+ ar eÐnai

diaforetikèc metaxÔ touc, h lÔsh thc anadromik c exÐswshc

eÐnai thc morf c

T (n) = c1x
n
1 + c2x

n
2 + · · ·+ crx

n
r ,

ìpou c1, c2, . . . , cn stajerèc pou kajorÐzontai apì tic arqikèc

timèc T (1),T (2), . . . ,T (r).

PARADEIGMA

T (n) = 3T (n − 1)− 2T (n − 2)

x2 = 3x − 2 ⇒ x1 = 2, x2 = 1

T (n) = c12n + c21n = c12n + c2
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