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Genikì pl�noPar�deigma domik  epagwg Orismì domik  epagwg SumboloseirèGl¸sseDuadik� dèndra



Domik  epagwg 
◮ H idèa th majhmatik  epagwg  mpore� na epektaje� kaise �lle domè ektì apì to sÔnolo twn fusik¸n N.
◮ MporoÔme na mimhjoÔme ton epagwgikì orismì tousunìlou twn fusik¸n gia na or�soume anadromik� nèedomè sti opo�e mporoÔme na k�noume epagwg .



Par�deigma anadromikoÔ orismoÔ
PARADEIGMA

◮ Or�zoume èna sÔnolo S w ex :B�sh tou orismoÔ: 3 ∈ SEpagwgikì orismì: An x , y ∈ S tìte kai x + y ∈ S

◮ S = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, . . .}

◮ Poiì e�nai to sÔnolo S ?
◮ Diaisjhtik�, to S perièqei ta pollapl�sia tou 3. Pw toapodeiknÔoume?



Par�deigma anadromikoÔ orismoÔ (sunèq.)
◮ 'Estw A to sÔnolo twn pollaplas�wn tou 3, pou or�zetaiperigrafik�:

A = {3n : n ∈ N}.

◮ Jèloume na de�xoume ìti ta duo sÔnola e�nai �sa, A = S .
◮ A ⊆ S , δηλαδή ότι κάθε θετικό πολλαπλάσιο του 3 ανήκει

στο S . Θα το κάνουμε με μαθηματική επαγωγή.
◮ S ⊆ A, δηλαδή ότι κάθε αριθμός που παράγεται με τους

παραπάνω κανόνες, είναι πολλαπλάσιο του 3. Θα το

κάνουμε με δομική επαγωγή.



Apìdeixh tou A ⊆ SApìdeixh.
◮ Ja de�xoume me majhmatik  epagwg  ìti gia k�je n isqÔeiìti 3n ∈ S .
◮ B�sh th epagwg : Epibebai¸noume ìti 3 ∈ S apì thb�sh tou orismoÔ tou sunìlou S .
◮ Epagwgikì b ma: 'Estw ìti 3n ∈ S . Ja de�xoume ìti

3(n + 1) ∈ S .
◮ Παρατηρούμε ότι 3 ∈ S , και 3n ∈ S .
◮ ’ρα 3 + 3n ∈ S .



Apìdeixh tou S ⊆ ADomik  Epagwg .
◮ Ja de�xoume ìti kai oi dÔo kanìne pou par�goun stoiqe�atou S par�goun pollapl�sia tou 3.
◮ B�sh domik  epagwg : H b�sh tou orismoÔ par�geimìno èna stoiqe�o, to 3, pou e�nai pollapl�sio tou 3.
◮ Epagwgikì b ma: An x , y ∈ S me x , y pollapl�sia tou 3,arke� na de�xoume ìti x + y e�nai ep�sh pollapl�sio tou 3.Autì ìmw e�nai eÔkolo (profanè).



Domik  epagwg Orismì (Domik  epagwg )'Estw sÔnolo   dom  ∆ pou or�zetai epagwgik�. Gia naapode�xoume mia idiìthta P gia k�je stoiqe�o tou sunìlou ∆arke� na akolouj soume ta epìmena b mata:
◮ B�sh th epagwg : ApodeiknÔoume ìti ta stoiqe�a tousunìlou ∆ pou or�zontai sto b ma B�sh tou orismoÔ touèqoun thn idiìthta.
◮ Epagwgikì b ma: JewroÔme ìti se k�poio b ma thkataskeu  tou ∆, ta stoiqe�a tou èqoun thn idiìthta.ApodeiknÔoume ìti an ta stoiqe�a tou ∆ èqoun thn idiìthta

P , tìte kai ta nèa stoiqe�a pou or�zontai sto epagwgikìb ma tou orismoÔ tou ∆ èqoun thn idiìthta.



Alf�bhto
OrismìAlf�bhto e�nai èna opoiod pote peperasmèno sÔnolo.PARADEIGMA (Parade�gmata)

◮ G = {α, β, . . . , ω}

◮ D = {0, 1, . . . , 9}



SumboloseirèOrismìOi peperasmène akolouj�e twn sumbìlwn (dhlad  twnstoiqe�wn) enì alfab tou lègontai sumboloseirè. To sÔnolotwn sumboloseir¸n enì alfab tou Σ sumbol�zetai me Σ∗.H ken  sumboloseir� sumbol�zetai me ǫ.PARADEIGMA (Parade�gmata sumboloseir¸n)
◮ H sumboloseir� (ǫ, υ, ρ, η, κ, α) tou alfab tou

Σ = {α, β, . . . , ω}. Gia aplìthta parale�poumeparenjèsei kai kìmmata kai gr�foume ǫυρηκα.
◮ H sumboloseirè tou alfab tou D = {0, 1, . . . , 9} e�nai

D∗ = {ǫ, 0, 1, . . . , 9, 00, 01, . . . , 99, 000, 001, . . .}



Anadromikì orismì sumboloseir¸n
Orismì (SÔnolo sumboloseir¸n Σ∗ alf�bhtou Σ)

◮ B�sh tou orismoÔ: H ken  sumboloseir� ǫ an kei sto Σ∗,
ǫ ∈ Σ∗.

◮ Epagwgikì orismì: An w ∈ Σ∗ kai σ ∈ Σ tìte wσ ∈ Σ∗.



M ko sumboloseir�Orismì (M ko ℓ sumboloseir�)
◮ B�sh tou orismoÔ: Or�zoume ℓ(ǫ) = 0.
◮ Epagwgikì orismì: An w ∈ Σ∗ kai σ ∈ Σ or�zoume

ℓ(wσ) = ℓ(w) + 1.PARADEIGMA
◮ ℓ(ǫυρηκα) = 6

◮ ℓ(010) = 3



Par�jesh dÔo sumboloseir¸n
Orismì (Par�jesh dÔo sumboloseir¸n)

◮ B�sh tou orismoÔ: An w ∈ Σ∗ or�zoume w · ǫ = w

◮ Epagwgikì orismì: An w1, w2 ∈ Σ∗ kai σ ∈ Σ or�zoume
w1 · (w2σ) = (w1 · w2)σPARADEIGMA

◮ ǫυ · ρηκα = ǫυρηκα

◮ 010 · 00 = 01000



M ko par�jesh duo sumboloseir¸nPrìtashGia k�je sumboloseirè x , y ∈ Σ∗ isqÔei ìti
ℓ(x · y) = ℓ(x) + ℓ(y).Apìdeixh.

◮ Me domik  epagwg . JewroÔme th sumboloseir� xstajer�.
◮ B�sh th epagwg : y = ǫ. 'Eqoume ℓ(x · ǫ) = ℓ(x) + ℓ(ǫ).
◮ Epagwgikì b ma:

ℓ(x · (yσ)) = ℓ((x · y)σ) apì ton orismì th par�jesh
= ℓ(x · y) + 1 apì ton orismì tou m kou
= (ℓ(x) + ℓ(y)) + 1 apì thn epagwgik  upìjesh
= ℓ(x) + (ℓ(y) + 1)

= ℓ(x) + ℓ(yσ) apì ton orismì tou m kou.



Gl¸sseOrismì'Estw Σ èna alf�bhto. Ta uposÔnola twn sumboloseir¸n tou
Σ onom�zontai gl¸sse.PARADEIGMA (Parade�gmata glwss¸n)

◮ H gl¸ssa th dekadik  par�stash twn peritt¸narijm¸n: {1, 3, 5, 7,. . . }. To alf�bhto e�nai to
Σ = {0, 1, . . . , 9}.

◮ H gl¸ssa th duadik  par�stash twn peritt¸narijm¸n: {1, 11, 101, 111,. . . }. To alf�bhto e�nai to
Σ = {0, 1, . . . , 9}   to Σ = {0, 1}.

◮ Oi duo gl¸sse e�nai diaforetikè. Ta stoiqe�a twnglwss¸n aut¸n e�nai sumboloseirè, ìqi arijmo�.
◮ �llo e�nai to sÔnolo twn peritt¸n arijm¸n kai �llo e�nai tosÔnolo th dekadik  par�stash twn peritt¸n arijm¸n.



Parade�gmata glwss¸n (sunèq.)PARADEIGMA (Parade�gmata glwss¸n)
◮ H gl¸ssa twn lèxewn th Ellhnik  gl¸ssa: {abae�o,ab�jeia, . . . , w¸dh}. To alf�bhto e�nai {a, �, . . . , ¸}.
◮ H gl¸ssa twn suntaktik� orj¸n programm�twn thgl¸ssa C. To alf�bhto e�nai oi latiniko� qarakt re kaik�poia epiplèon sÔmbola ìpw oi parenjèsei, tasÔmbola twn arijmhtik¸n pr�xewn klp.
◮ H gl¸ssa twn programm�twn th gl¸ssa C pouupolog�zoun orj� an h e�sodo e�nai èna pr¸to arijmì(sto dekadikì sÔsthma).



Par�deigma anadromikoÔ orismoÔ gl¸ssaPARADEIGMA
◮ A or�soume mia gl¸ssa L tou alfab tou {0, 1} w ex :
◮ B�sh tou orismoÔ: H ken  sumboloseir� ǫ an kei sthgl¸ssa L.
◮ Epagwgikì orismì: An w , v ∈ L tìte kai oisumboloseirè

◮ 0w1v
◮ 1w0van koun sth gl¸ssa L.

◮ Poiè sumboloseirè an koun sthn gl¸ssa L?
◮ L = { ǫ , 01, 10 , 0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100 ,000111, 001011, 001101, 001110, . . . }



Par�deigma gl¸ssa (sunèq.)PrìtashK�je sumboloseir� u th gl¸ssa L èqei �so arijmì apì 0 kai1.Apìdeixh.
◮ n0(u) = αριθμός 0 στην u
◮ n1(u) = αριθμός 1 στην u
◮ Θέλουμε να δείξουμε n0(u) = n1(u) για κάθε u ∈ L.

◮ Me domik  epagwg .
◮ B�sh th epagwg : n0(ǫ) = n1(ǫ) = 0.
◮ Epagwgikì b ma:

◮ Επαγωγική υπόθεση n0(w) = n1(w) και n0(v) = n1(v).
◮ ΄Εχουμε n0(0w1v) = n0(w) + n0(v) + 1
◮ ΄Εχουμε n1(0w1v) = n1(w) + n1(v) + 1
◮ ’ρα n0(0w1v) = n1(0w1v)
◮ Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει n01w0v) = n1(1w0v),



Par�deigma gl¸ssa (sunèq.)PrìtashK�je sumboloseir� tou alfab tou {0, 1} me �so arijmì apì 0kai 1 an kei sth gl¸ssa L.Apìdeixh.Me isqur  majhmatik  epagwg  sto m ko th sumboloseir�.B�sh th epagwg : An h sumboloseir� èqei m ko 0, dhlad e�nai h ken  sumboloseir� ǫ, an kei sth gl¸ssa L.Epagwgikì b ma:
◮ Upojètoume ìti k�je sumboloseir� me m ko to polÔ n pouèqei �so arijmì apì 0 kai 1 an kei sth gl¸ssa L.
◮ 'Estw mia sumboloseir� u me m ko n + 1 kai �so arijmìapì 0 kai 1.
◮ Lìgw summetr�a upojètoume ìti h sumboloseir� u arq�zeime 0.
◮ Jèloume na de�xoume ìti up�rqoun w kai v tètoia ¸ste

u = 0w1v .



Apìdeixh'Estw ìti b(k) sumbol�zei th diafor� tou arijmoÔ twn 0 kai touarijmoÔ twn 1 sta pr¸ta k sÔmbola th sumboloseir� u.H sun�rthsh b(k) gia u = 0010111001
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Anadromikì orismì kanonik¸n duadik¸n dèndrwnOrismì (Kanonik� duadik� dèndra me r�za enì sunìlou
U)B�sh tou orismoÔ: K�je stoiqe�o v tou U e�nai duadikì dèndro
T = (v). Ja lème ìti to dèndro autì èqei r�za to v , sÔnolokìmbwn to {v}, kai Ôyo h(T ) = 0.Epagwgikì orismì: 'Estw T1,T2 e�nai dèndra me sÔnolakìmbwn xèna metaxÔ tou kai me r�ze r1, r2 ant�stoiqa. 'Estwep�sh r èna stoiqe�o tou U , pou den an kei stou kìmbou twndèndrwn T1,T2.

◮ Or�zoume to dèndro T = (r , {T1,T2}) me r�za to r .
◮ To sÔnolo twn kìmbwn tou T e�nai ìloi oi kìmboi twn

T1,T2 maz� me to r .
◮ To Ôyo h(T ) tou dèndrou T or�zetai san

1 + max{h(T1), h(T2)}.



Parade�gmata dèndrwn
PARADEIGMA (Parade�gmata dèndrwn)0 1 12 0 012 3 4



'Uyo kanonik¸n duadik¸n dèndrwnPrìtashGia k�je kanonikì duadikì dèndro T isqÔei ìti to pl jo twnkìmbwn tou n(T ) e�nai to polÔ 2h(T )+1 − 1.Apìdeixh.
◮ B�sh domik  epagwg : An to dèndro apotele�tai mìnoapì th r�za tou, èqei ex' orismoÔ Ôyo 0 kai èna kìmbo; hprìtash profan¸ isqÔei.
◮ Epagwgikì b ma: 'Estw duadikì dèndro T me dÔoupodèndra T1 kai T2. Ex' orismoÔ, oi kìmboi tou T e�nai oikìmboi tou T1, oi kìmboi tou T2, kai h r�za tou T . �ra oarijmì twn kìmbwn tou e�nai n(T ) = n(T1) + n(T2) + 1.Ep�sh ex' orismoÔ, to Ôyo tou e�nai

h(T ) = 1 + max{h(T1), h(T2)}.
◮ Epagwgik  upìjesh: n(T1) ≤ 2h(T1)+1 − 1 kai

n(T2) ≤ 2h(T2)+1 − 1.



'Uyo kanonik¸n duadik¸n dèndrwn (sunèq.)Sunèq.
n(T ) = n(T1) + n(T2) + 1

≤ (2h(T1)+1 − 1) + (2h(T2)+1 − 1) + 1

= 2h(T1)+1 + 2h(T2)+1 − 1

≤ 2 ·max{2h(T1)+1, 2h(T2)+1} − 1

= 2 · 2max{h(T1)+1,h(T2)+1} − 1

= 2 · 2max{h(T1),h(T2)}+1 − 1

= 2 · 2h(T ) − 1

= 2h(T )+1 − 1
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