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1. [40%] Είναι τα παρακάτω σύνολα αριθµήσιµα ή όχι ; Αποδείξτε προσεκτικά τις

απαντήσεις σας.

1. I = {f : f είναι αύξουσα συνάρτηση από το Z+
0 στο Z+

0 }
Παράδειγµα: Η συνάρτηση

f(n) =

{
n αν n είναι περιττός

n + 1 αν n είναι άρτιος

ανήκει στο I.

2. [Προαιρετική, +40%]

D = {f : f είναι ϕθίνουσα συνάρτηση από το Z+
0 στο Z+

0 }
Παράδειγµα: Η συνάρτηση

f(n) =
⌈

10
n + 1

⌉
ανήκει στο D.

Απάντηση. Θα δείξουµε µε τη µέθοδο της ∆ιαγωνίου ότι το σύνολο I
δεν είναι αριθµήσιµο. ΄Εστω ότι ήταν αριθµήσιµο. Τότε ϑα µπορούσαµε

να ϐάλουµε στη σειρά τις αύξουσες συναρτήσεις από το Z+
0 στο Z+

0 .

΄Εστω f1, f2, . . . αυτή η σειρά. Θα κατασκευάσουµε τώρα µια αύξουσα

συνάρτηση από το Z+
0 στο Z+

0 που διαφέρει από κάθε συνάρτηση fi στην

i-οστή τιµή, δηλαδή f(i) 6= fi(i). Μια τέτοια συνάρτηση είναι η

f(i) =

{
i αν fi(i) 6= i

i + 1 αν fi(i) = i

Είναι προφανές ότι για κάθε i, f(i) 6= fi(i), αλλά είναι η συνάρτηση f
αύξουσα ; Ναι, γιατί από τον ορισµό της i ≤ f(i) ≤ i + 1. Η σχέση αυτή

για i+1 είναι i+1 ≤ f(i+1) ≤ i+2 και εποµένως f(i) ≤ i+1 ≤ f(i+1).



Μια άλλη λύση, δηλαδή µια διαφορετική f , είναι η εξής:

f(1) = 1 + f1(1)
f(2) = 1 + f1(1) + f2(2)

.

.

.

f(i) = 1 + f1(1) + · · ·+ fi(i)
.
.
.

΄Ενα λάθος σε πολλές απαντήσεις ήταν πως πήραν το παράδειγµα της

εκφώνησης και προσπάθησαν να δείξουν πως το πεδίο τιµών της συγκε-

κριµµένης συνάρτησης είναι ή δεν αριθµήσιµο.

Για την προαιρετική άσκηση: Το σύνολο D είναι αριθµήσιµο ! Θα δεί-

ξουµε πως µπορούµε να ϐάλουµε στη σειρά τις ϕθίνουσες συναρτήσεις

από το Z+
0 στο Z+

0 . Η ϐασική διαφορά µε το σύνολο I, που δεν είναι

αριθµήσιµο, είναι πως µια ϕθίνουσα συνάρτηση γίνεται σταθερή από

κάποιο σηµείο και πέρα. Οι τιµές της δεν µπορεί να µικραίνουν συ-

νεχώς αφού πρέπει να είναι ϑετικοί ακέραιοι. Πιο συγκεκριµένα, για

κάθε ϕθίνουσα συνάρτηση f του συνόλου D, υπάρχει κάποιος ϑετικός

ακέραιος, που ϑα τον συµβολίσουµε µε mf , τέτοιος ώστε f(i) = f(mf )
για κάθε i ≥ mf .

Αν µας δοθεί η αρχική τιµή f(0) και η τιµή mf πέρα από την οποία

η συνάρτηση είναι σταθερή, υπάρχει πεπερασµένος αριθµός διαφορετι-

κών τέτοιων συναρτήσεων του D. Μια τέτοια συνάρτηση χαρακτηρίζεται

από τις τιµές f(0), f(1), . . . , f(mf ) και όλες αυτές οι τιµές είναι στο διά-

στηµα {0, 1, . . . , f(0)}. ∆ηλαδή υπάρχουν το πολύ f(0)mf διαφορετικές

συναρτήσεις του D µε αρχική τιµή f(0) και σταθερές µετά από το σηµείο

mf .

Μπορούµε τώρα να ϐαλουµε τις ϕθίνουσες συναρτήσεις στη σειρά. Ε-

πειδή υπάρχουν δυο παράµετροι, οι f(0) και mf , κάνουµε το ίδιο κόλ-

πο όπως και µε τους ϱητούς αριθµούς και ϑεωρούµε το αθροισµά τους :

Πρώτα ϐάζουµε όλες τις συναρτήσεις f µε f(0)+mf = 0 (µε οποιαδήπο-

τε, π.χ. λεξικογραφική, σειρά), µετά τις συναρτήσεις µε f(0) + mf = 1,

µετά τις συναρτήσεις µε f(0)+mf = 2, κοκ. Επειδή κάθε τέτοια οµάδα

περιέχει πεπερασµένο αριθµό συναρτήσεων, και επειδή κάθε συνάρτηση

f του D ανήκει σε µια τέτοια οµάδα, η f ϑα εµφανιστεί στην ακολουθία

µετά από πεπερασµένο αριθµό συναρτήσεων.



2. [40%] Ορίζουµε αναδροµικά ένα σύνολο συµβολοσειρών P του αλφαβήτου

{0, 1} ως εξής :

1. Η κενή συµβολοσειρά ανήκει στο P : ε ∈ P

2. Αν µια συµβολοσειρά w ανήκει στο σύνολο P , τότε και οι συµβολο-

σειρές 0w0 και 1w1 ανήκουν στο P .

Ποιό είναι το σύνολο P ; Αποδείξτε προσεκτικά την απάντησή σας.

Απάντηση. Το σύνολο P = {ε, 00, 11, 0000, 0110, 1001, 1111, 000000, . . .}
είναι το σύνολο των συµβολοσειρών του αλφαβήτου {0, 1} µε άρτιο µή-

κος που είναι παλίνδροµες, δηλαδή παραµένουν ίδιες αν διαβαστούν

από δεξιά προς τα αριστερά.

΄Εστω S το σύνολο των άρτιων παλίνδροµων του αλφαβήτου {0, 1}. Θα

δείξουµε ότι P = S.

P ⊆ S: Θα δείξουµε δηλαδή πώς κάθε συµβολοσειρά που παράγεται µε

τους κανόνες είναι άρτιο παλίνδροµο. Με δοµική επαγωγή:

Βάση της επαγωγής: Η κενή συµβολοσειρά έχει άρτιο µήκος (0) και

διαβάζεται το ίδιο από δεξιά προς αριστερά.

Επαγωγικό ϐήµα: Αν w είναι άρτιο παλίνδροµο, τότε είναι σαφές και

πως η 0w0 είναι επίσης άρτιο παλίνδροµο. Το ίδιο και η 1w1.

S ⊆ P: Θα δείξουµε δηλαδή πώς κάθε άρτιο παλίνδροµο παράγεται από

του κανόνες. Με επαγωγή στο µήκος του.

Βάση της επαγωγής: Υπάρχει ένα µόνο παλίνδροµο µήκους 0, η κενή

συµβολοσειρά ε η οποία παράγεται από τον πρώτο κανόνα.

Επαγωγικό ϐήµα: ΄Εστω ότι κάθε παλίνδροµο µήκους 2k παράγεται από

τους κανόνες. Θα δείξουµε πως κάθε παλίνδροµο µήκους 2(k + 1) πα-

ϱάγεται από τους κανόνες. Πράγµατι, έστω v ένα παλίνδροµο µήκους

2(k + 1). Αν το πρώτο σύµβολο του v είναι 0, τότε αφού πρόκειται για

παλίνδροµο, και το τελευταίο σύµβολό του ϑα είναι 0. Επιπλέον τα υπό-

λοιπα σύµβολα ϑα σχηµατίζουν παλίνδροµο. ΄Αρα η v είναι της µορφής

0w0, όπου w είναι παλίνδροµο και έχει µήκος 2k. Από την επαγωγική

υπόθεση, το w µπορεί να παραχθεί από τους κανόνες. Αλλά τότε µε µια

ακόµα εφαρµογή του δεύτερου κανόνα µπορούµε να παράγουµε το v.

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο αντιµετωπίζουµε και την περίπτωση που το v
ξεκινά µε 1.

3. [20%] ΄Εστω ότι διαλέγουµε 101 τυχαίους αριθµούς στο διάστηµα [0, 1). ∆είξτε

ότι υπάρχουν δυο αριθµοί που διαφέρουν κατά το πολύ 1/100.



Απάντηση. Με την Αρχή του Περιστερώνα. Ας πάρουµε το διαστηµα

[0, 1) και ας το χωρίσουµε σε εκατό ίσα διαστήµατα:

[0, 1/100), [1/100, 2/100), . . . , [99/100, 1).

Σύµφωνα µε την ΄Αρχή του Περιστερώνα, αν ϱίξουµε 101 αριθµούς (περι-

στέρια) στα 100 αυτά διαστήµατα (ϕωλιές), κάποιο διάστηµα ϑα περιέχει

δυο τουλάχιστον αριθµούς. Οι αριθµοί αυτοί διαφέρουν κατά το πολύ

1/100 (όσο είναι το µήκος του διαστήµατος).

Σηµείωση: το γεγονός πως οι αριθµοί είναι τυχαίοι δεν παίζει κανένα

ϱόλο. Οποιοδήποτε σύνολο 101 αριθµών στο διάστηµα [0, 1) έχει την

ιδιότητα.


