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Communica0on	  complexity	  

•  Alice	  and	  Bob	  want	  to	  compute	  f(x,	  y)	  
•  Minimal	  communica0on	  needed?	  
–  Trivial	  protocol	  with	  communica0on	  n	  

•  Ini0ated	  by	  [Yao	  ’79]	  
•  Wide	  applica0on	  to	  circuit	  complexity,	  VLSI,	  streaming,	  

distributed	  compu0ng,	  data	  structures,	  etc.	  

x	  ∈	  {0,1}n	   y	  ∈	  {0,1}n	  



Measuring	  complexity	  of	  communica0on	  

•  Basic	  measure:	  number	  of	  bits	  transmibed	  

•  But	  bits	  may	  be	  “useless”	  

•  Example:	  EQUALITY	  

x	  ∈	  {0,1}n	   y	  ∈	  {0,1}n	  (Mx)1	  

...	  

•  Many	  bits	  communicated,	  Ω(n)	  (on	  avg)	  
•  	  BUT,	  Bob	  learns	  O(1)	  bits	  about	  x	  
•  Ques0on:	  how	  to	  measure	  amount	  of	  

informa0on	  transmibed?	  

M	  =	  random	  inver0ble	  n	  x	  n	  matrix	  

(Mx)2	  

If	  (Mx)i	  ≠	  (My)i	  then	  
output	  0	  
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Entropy	  

•  Entropy:	  H(X)	  ≝	  ∑x∈supp(X)	  Pr[X	  =	  x]	  	  log	  (1/Pr[X	  =	  x])	  
–  “Uncertainty	  about	  X”	  

•  Condi0onal	  entropy:	  H(X	  |	  Y)	  ≝	  ∑y∈supp(Y)	  Pr[Y	  =	  y]	  H(X	  |	  Y	  =	  y)	  
–  “Uncertainty	  about	  X	  knowing	  Y”	  

•  Mutual	  informa0on:	  𝗜(X	  ;	  Y)	  ≝	  H(X)	  -‐	  H(X	  |	  Y)	  (X	  ;	  Y)	  ≝	  H(X)	  -‐	  H(X	  |	  Y)	  

–  "How	  much	  informa0on	  does	  Y	  reveal	  about	  X"	  

•  Condi0onal	  Mutual	  Informa0on:	  𝗜(X	  ;	  Y	  |	  Z)	  ≝	  H(X	  |	  Z)	  -‐	  H(X	  |	  YZ)	  (X	  ;	  Y	  |	  Z)	  ≝	  H(X	  |	  Z)	  -‐	  H(X	  |	  YZ)	  

–  "Already	  knowing	  Z,	  how	  much	  addi0onal	  informa0on	  does	  Y	  reveal	  about	  X"	  



Informa0on	  complexity	  

•  Fix	  protocol	  π,	  a	  distribu0on	  μ	  over	  inputs	  
•  (X,	  Y,	  Π)	  :	  sample	  (X,	  Y)	  ←	  μ,	  let	  Π	  be	  transcript	  of	  π(X,	  Y)	  

•  CC(π)	  =	  maxx,	  y,	  random	  coins	  |	  π(x,	  y)	  |	  	  

•  ICμ(π)	  =	  𝗜(X	  ;	  Π	  |	  Y)	  +	  𝗜(Y	  ;	  Π	  |	  X)	  (X	  ;	  Π	  |	  Y)	  +	  𝗜(Y	  ;	  Π	  |	  X)	  (Y	  ;	  Π	  |	  X)	  

•  π	  is	  (μ,ε)-‐good	  for	  f	  if	  Prπ,(X,Y)←μ[π(X,Y)	  =	  f(X,Y)]	  ≥	  1	  –	  ε	  

•  Rμ,ε(f)	  =	  infπ	  (μ,ε)-‐good	  for	  f	  CC(π)	  

•  ICμ,ε(f)	  =	  infπ	  (μ,ε)-‐good	  for	  f	  ICμ(π)	  

x	  ∈	  {0,1}n	   y	  ∈	  {0,1}n	  

Public	  coins	  rpub	  

Private	  coins	  rA	   Private	  coins	  rB	  

“Informa0on	  Alice	  learns	  about	  Bob’s	  
input	  from	  transcript	  +	  vice	  versa”	  



History	  of	  IC	  

•  Introduced	  in	  context	  of	  privacy	  by	  [BarYehuda-‐Chor-‐Kushilevitz-‐Orlitsky’92,	  
Klauck’02]	  

•  Introduced	  in	  context	  of	  communica0on	  complexity	  by	  [Chakrabar0-‐Shi-‐Wirth-‐
Yao’01]	  

•  Lower	  bound	  for	  disjointness	  [BarYossef-‐Jayram-‐Kumar-‐Sivakumar’04],	  Tribes	  
[Jayram-‐Kumar-‐Sivakumar’03]	  

•  Used	  to	  study	  direct	  sum	  ques0ons	  [Chakrabar0-‐Shi-‐Wirth-‐Yao’01,	  Jain-‐
Radhakrishnan-‐Sen’03,	  JRS’05,	  Harsha-‐Jain-‐McAllester-‐Radhakrishnan’07,	  
Barak-‐Braverman-‐Chen-‐Rao’10,	  Braverman-‐Rao’11,	  Braverman’12]	  
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Compression	  

•  Source	  Coding	  Theorem	  [Shannon’49]:	  
Given	  a	  source	  X	  with	  entropy	  H(X),	  can	  encode	  X	  using	  H(X)+1	  bits	  on	  avg	  
–  Huffman	  coding.	  	  
–  Asympto0cally,	  can	  use	  H(X)	  bits	  

–  Non-‐interac0ve	  

•  One-‐way	  communica0on:	  Informa0on	  C	  =	  Communica0on	  C	  

x	  
Encoding(x)	  

What	  about	  interac0on?	  



Informa0on	  vs.	  Communica0on	  Complexity	  

•  How	  close	  are	  IC	  and	  CC?	  	  Does	  it	  hold	  that	  IC	  =	  CC?	  

•  Conjecture	  1:	  for	  any	  ε,	  μ,	  f,	  it	  holds	  that	  Rμ,ε(f)	  =	  Ο(ICμ,ε(f))	  

•  Main	  applica0on:	  assuming	  Conjecture	  1,	  can	  prove	  direct	  sum	  for	  CC	  

–  We	  know	  that	  Rμk,ε(fk)	  ≥	  ICμk,ε(fk)	  and	  ICμk,ε(fk)	  =	  k	  *	  ICμ,ε(f)	  [Braverman11]	  

–  Therefore	  Rμk,ε(fk)	  ≥	  k	  *	  ICμ,ε(f)	  ≥	  Ω(	  k	  *	  Rμ,ε(f)	  )	  

•  Theorem	  [Braverman-‐Rao’11]:	  IC(f)	  =	  lim	  k→∞	  R(fk)	  /	  k	  

•  Theorem	  [Braverman’12]:	  for	  any	  π,	  exists	  τ	  with	  CC(τ)	  ≤	  2 Ο(IC(π))	  
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Main	  Theorem	  

Theorem:	  for	  all	  ε,	  μ,	  f,	  it	  holds	  that	  ICμ,ε(f)	  ≥	  Ω(	  log	  1/ημ,ε(f)	  ),	  i.e.	  
	   	  	  	  	  	  IC	  subsumes	  efficiency	  

Corollaries	  
1.  All	  known	  CC	  lower	  bounds	  imply	  same	  lower	  bound	  on	  IC	  

2.  All	  known	  problems	  with	  0ght	  LBs	  sa0sfy	  Direct	  Sum	  Theorems	  

	  Rμk,ε(fk)	  ≥	  ICμk,ε(fk)	  ≥	  k	  *	  ICμ,ε(f)	  =	  k	  *	  Rμ,ε(f)	  	  

3.	  	  Quantum	  1-‐way	  communica0on	  exponen0ally	  smaller	  than	  IC	  

•  VectorInSubspace	  problem	  [Klartag-‐Regev’11]:	  Ο(log	  n)	  	  vs.	  Ω(n1/3)	  

4.	  	  	  ICμ,ε(GapHamming)	  =	  Ω(n)	  and	  Direct	  Sum	  	  [CR’11,	  Sherstov’11])	  	  
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Zero-‐communica0on	  protocols	  

•  Same	  as	  previously,	  except:	  
–  No	  communica0on	  

–  Players	  may	  output	  “Abort”	  
–  Output	  of	  protocol:	  z	  if	  both	  players	  output	  z,	  otherwise	  “Abort”	  
–  π	  is	  (μ,ε)-‐good	  for	  f	  if	  Pr(X,Y)←μ[π(X,Y)	  =	  f(X,Y)	  |	  π(X,Y)	  ≠	  “Abort”]	  ≥	  1	  -‐	  ε	  

•  Efficiency	  of	  protocol	  π	  defined	  as	  η(π)	  =	  Pr[π	  does	  not	  output	  “Abort”]	  
–  Define	  ημ,ε(f)	  =	  sup	  π	  (μ,ε)-‐good	  for	  f	  η(π)	  

x	  ∈	  {0,1}n	   y	  ∈	  {0,1}n	  
Public	  coins	  rpub	  

Output	  or	  “Abort”	   Output	  or	  “Abort”	  

Mo0vated	  by	  “detec0on	  
loophole”	  in	  Bell	  experiments	  



Compressing	  CC	  to	  Zero	  communica0on	  

•  Theorem:	  if	  π	  (μ,ε)-‐good	  for	  f	  using	  communica0on,	  

	  then	  can	  build	  ZCP	  τ	  (μ,ε)-‐good	  for	  f	  with	  η(τ)	  ≥	  2-‐CC(π)	  

–  Proof:	  τ	  uses	  rpub	  to	  guess	  random	  transcript	  t	  

–  Alice	  (resp.	  Bob)	  sees	  if	  t	  is	  consistent	  with	  x	  (resp.	  y)	  
–  If	  so,	  output	  what	  π	  outputs,	  otherwise	  output	  “Abort”	  
–  Pr[t	  not	  abort]	  ≥	  2-‐CC(π)	  

x	  ∈	  {0,1}n	   y	  ∈	  {0,1}n	  
rpub	  (=	  transcript	  t)	  

CCμ,ε(f)	  ≥	  Ω(	  log	  1/ημ,ε(f)	  )	  



Compressing	  IC	  to	  Zero	  communica0on	  

1.  Create	  set	  of	  individually	  accepted	  transcripts	  

•  Using	  rpub,	  generate	  candidate	  transcripts	  t1	  ,	  ...	  ,	  tK	  	  (K≈	  2	  CC(π)	  +	  Ο(IC(π))	  )	  
•  Alice	  &	  Bob	  each	  decide	  whether	  to	  accept	  each	  ti	  
•  Condi0oned	  on	  ti	  accepted,	  distribu0on	  of	  ti	  same	  as	  π(x,y)	  

•  roughly	  2	  Ο(IC(π))	  accepted	  transcripts	  by	  each	  one	  

2.  	  Find	  common	  accepted	  transcript	  

•  Using	  rpub,	  	  pick	  a	  hash	  func0on	  that	  gives	  0	  w.p.	  2	  -‐Ο(IC(π))	  
•  Alice	  and	  Bob:	  If	  there	  exists	  accepted	  transcript	  that	  hashes	  to	  0,	  then	  

output	  according	  to	  that,	  else	  Abort.	  

•  Pr[not	  abort]	  ≥	  2	  -‐Ο(IC(π))	  

rpub	  =	  (t1,	  t2,	  t3	  ,	  ...	  ,	  tK),	  hash	  h	  	  	  

x	  ∈	  {0,1}n	   y	  ∈	  {0,1}n	  



Compressing	  IC	  to	  Zero	  communica0on	  

Theorem:	  for	  all	  ε,	  μ,	  f,	  it	  holds	  that	  ICμ,ε(f)	  ≥	  Ω(	  log	  1/ημ,ε(f)	  )	  

rpub	  =	  (t1,	  t2,	  t3	  ,	  ...	  ,	  tK),	  hash	  h	  	  	  

x	  ∈	  {0,1}n	   y	  ∈	  {0,1}n	  



Conclusions	  and	  open	  ques0ons	  

•  Does	  IC	  =	  CC?	  
–  Yes	  for	  one-‐way	  
–  Yes,	  for	  all	  known	  func0ons.	  No	  counterexample	  candidate	  
–  Separa0ng	  IC	  from	  CC	  will	  need	  new	  lower	  bound	  techniques	  

•  How	  does	  IC	  compare	  to	  par00on	  bound?	  

•  What	  about	  zero	  error?	  
–  There	  exists	  a	  gap	  between	  IC	  and	  CC.	  Beber	  defini0on?	  



Thank	  you	  

PhD	  and	  Postdoc	  posi0ons	  available	  



Single	  sampling	  experiment	  

"   Same	  as	  [Braverman-‐Weinstein’12]	  

"   Define:	  

"   For	  transcript	  t,	  let	  tA	  (resp.	  tB)	  denote	  Alice’s	  (resp.	  Bob’s)	  messages	  in	  t	  

"   Define	  px(t)	  =	  Pr[On	  x,	  Alice	  outputs	  tA	  when	  Bob	  responds	  tB]	  

"   Define	  py|x(t)	  =	  Pr(X,Y)←μ	  |	  X	  =	  x[On	  y,	  Bob	  outputs	  tB	  when	  Alice	  responds	  tA]	  

"   Define	  qy(t),	  qx|y(t)	  similarly	  

"   px	  py|x	  gives	  distribu0on	  of	  π(X,	  Y)	  |	  X	  =	  x	  

"   qy	  qx|y	  gives	  distribu0on	  of	  π(X,	  Y)	  |	  Y	  =	  y	  

"   px	  qy	  gives	  distribu0on	  of	  π(x,	  y)	  

"   Alice	  knows	  px	  and	  py|x	  and	  Bob	  knows	  qy	  and	  qx|y	  

"   Single	  sample	  protocol:	  

1.  Using	  rpub	  select	  t	  uniformly,	  α,	  β	  ←[0,	  2Ο(IC(π))]	  

2.  Alice	  accepts	  if	  α	  ≤	  px(t)	  and	  β	  ≤	  2Ο(IC(π))	  py|x(t)	  
3.  Bob	  accepts	  if	  α	  ≤	  2Ο(IC(π))	  qx|y(t)	  and	  β	  ≤	  qy(t)	  	  

•  Small IC implies for almost all t, 
py|x(t) = qy(t) and qx|y(t) = px(t) 

•  Conditioned on t accepted, 
distribution of t same as 
π(x,y)  



Finding	  consistent	  experiment	  

"   Set	  K	  =	  2Ο(IC(π))	  

1.  Using	  rpub,	  pick	  random	  integer	  r	  ←	  [K]	  	  

2.  Using	  rpub,	  for	  i’th	  experiment	  pick	  random	  integer	  
hi	  ←	  [K]	  

3.  Let	  i0	  be	  Alice’s	  first	  accep0ng	  transcript,	  j0	  Bob’s	  
first	  accep0ng	  transcript	  

4.  Alice	  checks	  if	  hi0	  =	  r,	  if	  so	  give	  same	  output	  as	  i0’th	  
transcript	  else	  abort	  

5.  Same	  for	  Bob	  

x ∈ {0,1}n y ∈ {0,1}n 

Public coins rpub 

Experiment 
1 
2 
3 
4 
... 

T 

✔ 

✘ 
✘ 
✘ 

✔ 

✘ 
✘ 

✘ 

✔ 

✔ 

1409 
7509 
348 

1932 
... 

4339 

r = 1932 

•  Set T so that 
Pr[i0 = j0] ≥ 2-O(IC(π))  

•  Pr[h(i0) = r] = 2-O(IC(π)) 
•  Also have to deal with 

collisions... 
•  Overall: 

Pr[not abort] ≥ 2-O(IC(π)) 
•  Output distribution same 

as single experiment 
output distribution 


